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moyen terme de la fonction Cobb-Douglas avec ressource
naturelle

Marc Germain?*

February 15, 2018

Résumé

La présente note évalue, dans le cadre d’'un modele de croissance optimale avec ressource non
renouvelable, si une fonction de production ignorant les contraintes de la physique sur le processus
de production (telle que la Cobb-Douglas) peut engendrer ou non une bonne approximation a
moyen terme de la trajectoire de I’économie obtenue avec la ”vraie” fonction de production, qui
elle tient compte de ces contraintes. Deux fonctions qui respectent celles-ci sont considérées : la
CES et une deuxieme fonction élaborée spécialement pour les besoins de 1’étude.

Quelle que soit la ”vraie” fonction, les résultats plaident plutét dans le sens d’une réponse
négative. La Cobb-Douglas n’est acceptable que quand les contraintes de la physique agissent
faiblement. I’écart a moyen terme entre les trajectoires engendrées par la Cobb-Douglas et la
”vyraie” fonction de production s’explique par la différence de technologie, mais aussi par le fait
que la Cobb-Douglas change totalement la trajectoire a long terme de I’économie par rapport a celle
induite par la ”vraie” fonction de production. Le poids du futur étant beaucoup plus important
avec la Cobb-Douglas, les choix du planificateur en matiere de consommation et d’épargne en sont
affectés et donc aussi la trajectoire de ’économie, y compris a moyen terme.

Abstract

In the framework of an optimal growth model with an exhaustible resource, this paper assesses
if a production function ignoring the constraints imposed by physics (as the Cobb-Douglas) can
generate or not a good approximation in the medium term of the economy’s behavior obtained
with the ”true” production function that satisfies these constraints. Two functions that satisfies
these constraints are considered : the CES and a second function specially developed for the aim
of this study.

Whatever the chosen ”true” function, the results rather plead for a negative answer. The Cobb-
Douglas is acceptable only when the constraints of physics are weak. The medium term distance
between the trajectories generated by the Cobb-Douglas and the ”true” production function is
explained by the difference of technologies, but also because the Cobb-Douglas changes completely
the economy’s long-term trajectory w.r.t. the one generated by the ”true” function. The future’s
weight being much more important with the Cobb-Douglas, the planner’s consumption and saving
choices are affected and thus also the economy’s trajectory, including in the medium term.
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1 Introduction

Il y a un peu plus de vingt ans, dans le cadre d’'un numéro spécial consacré a la contribution
scientifique de Nicolas Georgescu-Roegen, la revue Ecological Economics publiait une controverse
entre H. Daly d’une part et R. Solow et J. Stiglitz d’autre part (EE, 1997).

La controverse portait sur la fonction de production supposée représenter la production de
biens et services dans les modeles de croissance néo-classiques, et plus précisément sur la fagon
de prendre en compte les ressources naturelles. Daly soulignait que soit celles-ci sont ignorées,
soit elles sont prises en compte de fagon insatisfaisante. Le premier cas renvoie aux modeles de
croissance ne faisant intervenir que des facteurs de production produits par 'homme (travail et
capital), dans la tradition de Solow (1956). Le second cas renvoie aux modeles de croissance faisant
intervenir dans une fonction de production une ressource naturelle a c6té des facteurs produits par
I’homme, dans la tradition de Solow (1974) et Stiglitz (1974).

Dans ce dernier cas (celui qui nous intéresse dans la présente note), la critique principale de
Daly concerne 'usage de fonctions de production avec ressource naturelle (le plus souvent de type
Cobb-Douglas!) en contradiction avec les lois de conservation de la matiere et de I'énergie, ainsi
qu’avec le deuxieme principe de la thermodynamique. Or ces lois de la physique gouvernent tous
les processus de transformation de la matiere et de ’énergie, en particulier ceux qui accompagnent
la production de biens et services. De l'ignorance de ces lois découlent des hypotheses bien trop
optimistes quant aux possibilités de production, notamment en terme de progres technique et
de substitution entre facteurs de production naturels (énergie, matieéres premieres) et humains
(capital, travail).

La critique de Daly exposée dans le paragraphe précédent est en fait une critique d’une certaine
vision du monde. Méme quand la ressource naturelle est prise en compte, une conséquence majeure
d’une conception de la production ignorant les contraintes physiques est que 1’économie peut croitre
indéfiniment. En effet, si certaines conditions en matiere de progres technique et/ou de substitution
entre facteurs naturels et facteurs humains sont remplies, la productivité moyenne de la ressource
tend vers 'infini avec le temps, ce qui permet de contrecarrer la raréfaction de la ressource (si elle
est non-renouvelable) ou le fait que le stock de celle-ci demeure nécessairement borné (si elle est
renouvelable). Il en découle que des sentiers de croissance équilibrée & taux positif constant sont
possibles a long terme. Dans ce cadre, la conclusion fondamentale est qu’il n’y a pas de limite
physique a la croissance économique (Fagnart-Germain, 2012).

Or, si on prend correctement en compte les lois de la physique mentionnées ci-dessus, la conclu-
sion est susceptible d’étre tout autre. Ainsi par exemple, la loi de conservation de la matiére impose
que la productivité moyenne d’une ressource (matérielle) est nécessairement bornée supérieurement
(Anderson, 1987; Baumgartner, 2004). Des lors, la critique de Daly s’avere dévastatrice dans la
mesure ou des sentiers de croissance équilibrée a taux positif constant de I’économie s’averent im-
possibles. Dans ce cadre, il y a bien des limites physiques a la croissance économique, au moins
sur le plan quantitatif?.

Dans leurs réponses, Solow (1997) et Stiglitz (1997) ne nient pas les contraintes imposées par
les lois de la physique sur I’économie, mais ils en minimisent la portée pratique. En particulier,
Stiglitz souligne le fait que, méme si leurs modeles ont un horizon infini et autorisent en théorie que
la production (voire la population) tende vers 'infini avec le temps, I’horizon utile pour 'analyse
est d’'une cinquantaine d’années. En conséquence, tant que les limites en terme de ressources sont
suffisamment lointaines, on peut espérer qu’un modele qui les ignorerait ou les prendrait en compte
sans tenir compte des lois de la physique puisse tout de méme donner une description satisfaisante

IMais comme 1’a montré Baumgartner (2004), la critique de Daly s’étend & toute fonction de production avec
ressource naturelle soumise aux conditions d’Inada.

2Mais pas nécessairement sur le plan qualitatif, comme ’ont montré Fagnart et Germain (2011). Ces auteurs
développent un modele de croissance endogene dont la principale originalité est de distinguer entre qualité et
quantité des biens produits, tout en respectant les postulats de ’économie écologique (en particulier le principe de
conservation de la matiere et le fait que la productivité de la ressource est bornée). Si la croissance est nécessairement
transitoire sur le plan quantitatif, elle peut perdurer sur le plan qualitatif.

Cependant, ce dernier résultat est sujet a caution si la hausse de qualité s’accompagne d’une hausse de la com-
plexité des biens produits. Une croissance purement qualitative n’est alors durable que si le cotit énergétique de la
complexité est suffisamment faible (Fagnart-Germain, 2015).



de la croissance a moyen terme.

L’argument de Stiglitz est illustré par la Figure 1, ou les courbes A, B et C désignent trois
trajectoires du PIB d’une économie au cours du temps. 7T est I'horizon mentionné par Stiglitz
(une cinquantaine d’années). A est un sentier de croissance indéfinie généré par une fonction de
production qui ignore les contraintes de la physique (donc impossible & long terme). B et C sont
deux trajectoires possibles (et mutuellement exclusives) résultant de la prise en compte de ces
mémes contraintes. Sila "vraie” trajectoire de I’économie est B, alors I'argument de Stiglitz tient :
A et B sont en effet constamment proches sur l'intervalle [0,7]. En revanche, il n’en va de méme
si C est la 7vraie” trajectoire car A et C se séparent deés l'origine.

Figure 1: Interprétation de 'argument de Stiglitz

Les réponses de Solow et Stiglitz n’ont pas vraiment convaincu Daly et d’autres économistes
écologiques et force est de constater que la controverse évoquée ci-dessus a tourné au dialogue
de sourds. Elle reste cependant d’actualité dans la mesure ou de nombreuses contributions & la
théorie de la croissance publiées apres le numéro de EE sont sujettes aux mémes critiques que celles
adressées par Goergescu-Roegen et Daly & Solow et Stiglitz®.

Dans l'autre sens, I'argument de Stiglitz n’a pas recu a notre connaissance l'attention qu’il
méritait. Fagnart et Germain (2011) le réfute dans le cadre de leur article, mais ils n’approfondissent
pas la question (ce n’est pas leur but principal) et leur modele présente de nombreuses différences
avec ceux de Solow (1974) et de Stiglitz (1974).

Le but du présent article est d’étudier la validité de I’argument de Stiglitz dans le cadre d’un
modele similaire a celui développé par cet auteur dans son article susmentionné. Il s’agit d’un
modele de croissance optimale a la Ramsey, ot la fonction de production fait intervenir (i) un facteur
produit par 'homme et accumulable (le capital) et (ii) une ressource naturelle non renouvelable?.

Différentes trajectoires de 1’économie engendrées a partir de trois fonctions de production
différentes sont comparées. Ces fonctions sont (i) la Cobb-Douglas (la fonction retenue par Stiglitz
et soumise a la critique de Daly), (ii) la CES avec élasticité de substitution inférieure & 1 (qui
échappe a la critique de Daly) et (iii) une fonction congue pour les besoins de cet article, appelée
GEF. Celle-ci n’est pas soumise a la critique de Daly et présente la propriété d’étre plus proche
de la Cobb-Douglas que ne l'est la CES (dans un sens qui sera précisé ci-apres). L’analyse vise &
évaluer si les trajectoires générées par la Cobb-Douglas constituent une bonne approximation de

3A titre d’exemples et pour ne reprendre que des contributions récentes publiées dans des revues de référence,
on peut citer Stamford da Silva (2008), Benchekroun et Withagen (2011), Bretschger et Schaefer (2017).
4Et qui & la fagon de Stiglitz (1974) ne distingue pas les dimensions qualitative et quantitative de la croissance.



celles obtenues avec la CES ou GEF a moyen terme. Elle se concentre donc sur la phase transitoire
et non sur la faisabilité de sentiers de croissance équilibrée a long terme.

La structure du papier est la suivante. La section 1 présente le modele avec une fonction de
production générale. Celle-ci est caractérisée par le fait que la productivité de la ressource naturelle
est bornée supérieurement. La section 2 évalue si la Cobb-Douglas peut générer une trajectoire de
I’économie pouvant constituer une bonne approximation a moyen terme de celle obtenue avec la
CES. La section 3 fait le méme exercice pour les fonctions Cobb-Douglas et GEF. La conclusion
revient sur la validité de 'argument de Stiglitz a la lumiere des principaux résultats obtenus.

2 Le modeéle

Le modele est celui d’une économie planifiée a la Ramsey, avec deux facteurs de production. Ces
facteurs sont d'une part le capital et d’autre part une ressource naturelle (RN) non renouvelable®.
Le capital est compris ici dans un sens tres large, c-a-d comme ’ensemble des facteurs humains
(main d’oeuvre, capital humain, capital physique) agissant sur la ressource pour produire des biens
et services (BS)°.

La fonction de production macroéconomique s’écrit :

Y = F(AK, BX) (1)

ou Y, X, K désignent respectivement la production, la consommation de ressource et le capital. A
et B sont respectivement des indices de productivité du capital et de la RN augmentant avec le
progres technique (supposé exogene). F est nulle si K = 0 ou X = 0 et est croissante et concave
en chacun de ses arguments.

La fonction de production est supposée & rendements constants. En conséquence, (1) peut étre
réécrit sous une forme normalisée, c-a-d par unité de ressource :

Y AK
=—=Bf|—=—=) =Bf(k 2
v=x =5 () = B0 2
ou (i) y désigne la production de BS par unité de ressource, (ii) k représente 'intensité en capital
efficace par unité de ressource efficace. f est nulle a l'origine, croissante et concave.

Pour échapper a la critique de Daly mentionnée dans I'introduction, deux conditions doivent

étre remplies :
- la fonction de production définie par (2) satisfait I'inégalité suivante :

lim y=7< 400 (3)

k——+oo

- le parametre de productivité de la RN est borné supérieurement, autrement dit B < B < +o0.
Ces deux conditions impliquent que la productivité de la RN est bornée : méme avec un capital
efficace infini, il est impossible de produire une quantité de BS infinie avec une quantité finie de
ressource.

Comme les fonctions de production appliquées étudiées dans les sections suivantes ne se dis-
tinguent qu’au niveau de la fonction normalisée f (ou les indices de productivité A et B intervien-
nent sous la forme d’un quotient), on postulera dorénavant sans perte de généralité que B = B = 1.

L’équation d’accumulation du capital s’écrit K; 1 = [1 — 6] Ky + @Iy, ol t désigne le temps. §
et ¢ sont deux parametres positifs qui désignent respectivement le taux de dépréciation du capital
et la productivité de 'investissement. Par la suite et & la maniére de Fagnart-Germain (2011),

5D’autres contributions retiennent cette modélisation & deux facteurs capital et RN, par exemple Fagnart et
Germain (2011) et Benchekroun et Withagen (2011).

6Le modéle est similaire & celui de Stiglitz (1974) avec cependant quelques différences notables. La plus importante
est que, contrairement a cet auteur, on ne se limite pas a la Cobb-Douglas. En revanche, Stiglitz distingue entre
travail et capital (au sens strict). Il suppose aussi un taux de dépréciation du capital nul, ce qui lui permet
d’engendrer des sentiers de croissance sans progres technique. Enfin, Papproche de Stiglitz est analytique alors que
celle développée ici est numérique.



on suppose que 6 = 1, ce qui revient & considérer des périodes de temps longues (une dizaine
d’années). L’équation précédente se réduit alors a :

Ki1 = ol (4)

En début de trajectoire, ’économie est dotée d’un stock de RN R. Quelle que soit la trajectoire
choisie par le planificateur, celle-ci doit vérifier la condition de faisabilité suivante :

Y X <R (5)
t=1

ou T' désigne I'horizon de temps (éventuellement infini).
A chaque période, la production est affectée soit a la consommation, soit & I'investissement. En
conséquence :

K
Y, = O 4 St

(6)
Le planificateur résoud le probléeme suivant :

T

l1—0o
C
max E Btti
t=1

{Ce,Keq1,Y, Xt} 54 l1-0
sous les contraintes

Y = F(Athth) (7)

et (4), (5) et (6), avec K7 donné. § est le facteur d’escompte (0 < 8 < 1). & est un parametre
exogene positif qui mesure 1’élasticité de substitution instantanée de la consommation. Le progres
technique augmente la productivité du capital. Formellement, A;1; > A; > 0,Vt et lim;— 1 oo At =
+00.

On réduit la dimension du probléme en utilisant les contraintes (7) et (6) pour exprimer C; et
Y; en fonction de K; et X;. Les conditions du premier ordre relatives a K; et X; conduisent & (cfr.
Annexe) :

/Bt—l 1 t

= ZAFL(AKLX), t=2,..,T 8
021130 Cg t V( t43t t) ()

t
CB’fF)/((Ath’Xt) = \Nt=1,...,T (9)
ou V = AK désigne le capital efficace et olt A est le multiplicateur associé & la contrainte (5). (8)
est la condition familiere de Ramsey décrivant le comportement de consommation et d’épargne
optimal. (9) stipule que le gain d’utilité actualisé lié & la consommation d’une unité suplémentaire
de RN doit étre égalisé entre périodes. K; est donné en tant que condition initiale. La condition
terminale s’écrit Kpy1 = 0 ou Yp = Cp, traduisant le fait qu’il n’y a aucun intérét a investir en 7.
Par la suite et quelle que soit la fonction de production choisie, la trajectoire de I’économie (c-
a-d les valeurs de Yz, Ki, X;, C; en fonction du temps) est obtenue en résolvant (numériquement)
le systeme d’équations (5), (6), (7), (8) et (9).

3 CES versus Cobb-Douglas

Le but de la présente section est de comparer deux trajectoires de 1’économie, la premiere étant
obtenue avec une CES qui respecte le critere (3), la seconde étant obtenue avec une Cobb-Douglas
(la fonction retenue par Stiglitz (1974)) qui viole (3). L’intention est d’évaluer si la Cobb-Douglas
peut générer une trajectoire de I’économie pouvant constituer une bonne approximation a moyen
terme de celle obtenue avec la CES. L’analyse se concentre sur la phase transitoire et non sur la



faisabilité de sentiers de croissance équilibrée a long terme, en conséquence de quoi 'approche est
numérique.
Dans le cadre du présent modele, la fonction de production CES s’écrit :

1 o 1-«
— + 10
Y&s  [AK)”  Xr (10)
ou sous forme normalisée (par unité de ressource) :
1 o
— =— 41—« 11
yé)es ke ( )
o et p sont deux parametres vérifiant 0 < oo < 1 et p > —1. p détermine I’élasticité de substitution v
entre les deux facteurs capital et RN selon la relation v = ﬁp. « est un parametre qui conditionne

les poids respectifs des facteurs dans la production : ceteris paribus, plus « est élevé, plus le poids
du capital est élevé et moins la RN est importante pour la production.

La CES généralise la fonction Cobb-Douglas : celle-ci correspond au cas particulier ou p = 0
(& v =1), auquel cas (10) et (11) conduisent respectivement & :

Y,y = [AK]* X172 (12)
ou sous forme normalisée :
Yed = K~ (13)
On vérifie que la CES respecte bien le critére (3) si p > 0. En effet, (11) =
. _ 1
lim Yees = Yees = — T
k—+o00 [1 _ a];

qui est bien borné puisque 0 < o < 1. La borne supérieure a la productivité de la RN 7., est
d’autant plus faible (et donc d’autant plus contraignante) que (i) « est faible et (ii) v est faible
(ou que p est élevé). Au contraire, il est évident au vu de (13) que y.q n’est pas borné et donc que
la Cobb-Douglas ne satisfait pas le critere (3).

Figure 2: Les fonctions de production CD et CES (forme normalisée)
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La Figure 2.a illustre sous leur forme normalisée (c-a-d en fonction de k) la CES pour deux
valeurs différentes de 1’élasticité de substitution et la Cobb-Douglas. Les deux valeurs de 1’élasticité



de substitution sont ¥ = .5 et v = .9 (correspondant respectivement & p =1 et p = .111). CES(.5)
décrit un contexte ou facteurs humains d’une part et RN d’autre part ne sont pas facilement
substituables. En revanche, CES(.9) décrit une contexte plus favorable, pas trés éloigné de celui
décrit par CD (la Cobb-Douglas est caractérisée par une élasticité unitaire). La figure suggere que
CD est une bonne approximation de CES(.5) jusque k = 2.5 et de CES(.9) jusque k = 10 (environ).
La Figure 2.b nuance cette observation en montrant I’erreur relative entre les deux fonctions pour
k €10,2] “. CD n’est en fait proche de CES(.5) qu’autour de k = 1 (ot les fonctions coincident) et
n’est proche de CES(.9) que pour k > .4. Pour les deux CES, l'erreur relative approche les 100%
quand k£ — 0.

3.1 Analyse de la simulation de référence (SR)

Les Figures 3.a-b montrent les trajectoires de 1'économie S 5), S(.9y et Scp en fonction du temps
t, engendrées respectivement par le modele avec les fonctions CES(.5), CES(.9) et CD 8.

Figure 3: Trajectoires générées par CES(.5), CES(.9) et CD (long terme)
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La premiere observation concerne une résultat connu : seule la Cobb-Douglas permet une
croissance indéfinie de 1’économie et ce, grace au progres technique et bien que la consommation
de RN décroisse vers zéro. Des lors que 1’élasticité de substitution est inférieure a 1, seule une
croissance transitoire est possible et t6t ou tard, I’économie rentre en décroissance. Les Figures 3.a-
b montrent que le point de retournement de la croissance est d’autant plus lointain que 1’élasticité
est grande.

Avec la Cobb-Douglas, vu que Y; — 400 et Xy — 0, la productivité de la RN y; — +00. Le
critere (3) est donc tét ou tard violé. La Cobb-Douglas ne peut donc étre retenue comme une
description satisfaisante de la technologie a long terme.

Mais qu’en est-il & moyen terme, c-a-d pour les premieres périodes de la trajectoire 7 Si la
trajectoire de 1’économie differe totalement a long terme selon que la fonction de production est
une Cobb-Douglas ou une CES, les Figures 3.a-b montrent qu’il n’en va pas de méme & moyen
terme. Les courbes évolent dans le méme sens, et la Figure 3.b suggere méme que la Cobb-Douglas
géneére une bonne approximation des trajectoires obtenues avec CES(.5) et CES(.9) au niveau de
la production Y;.

(k)

"L’erreur relative est calulée comme suit : ecpg(,) (k) = 100 [1 - %] .
8La paramétrisation du modele pour la simulation de référence est la suivante : a = .75, = .8,p = 1.2, v = .5
ou .9,0 = .5, R = 10, K; = .5 Le progres technique décrit par la fonction A; est calibré de fagcon a engendrer une

croissance de ’économie a un taux ”raisonnable” pendant les premieres périodes.
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Figure 4: Trajectoires générées par CES(.5), CES(.9) et CD (moyen terme)
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Les Figures 4.a-e décrivent les trajectoires engendrées par CES(.5), CES(.9) et CD pour ¢ < 10.
Par la suite, on appellera "horizon de moyen terme” (HMT) l'intervalle de temps correspondant
aux 5,6 premieres périodes. Si l'on retient 'argument de Stiglitz selon lequel I'horizon utile des
modeles de croissance est d’une cinquantaine d’année (cfr. Introduction), c’est au niveau de HMT
que la validité de la Cobb-Douglas doit étre testée. Les considérations qui suivent concernent donc
HMT.

1. Sans surprise, I’écart moyen entre les courbes générées par CES et CD est d’autant plus faible
que 'élasticité de substitution entre facteurs de production (v) est grande. L’examen visuel des
figures montre que Scp (courbes rouges) est en moyenne plus proche de S gy (courbes vertes) que
de S(5) (courbes bleues).

2. A v donné, la qualité de 'approximation sur HMT varie d’une variable a I'autre. Elle est la
meilleure pour le capital Ky, ce qui peut s’expliquer (au moins en partie) par le fait que Kj est
donné et donc commun au trois trajectoires (Figure 4.c). Elle est en revanche moins bonne pour
la consommation C;, le taux d’épargne s; et la consommation de RN X, Y.

3. L’approximation de S(g) par Scp apparait satisfaisante. L’erreur relative!® est inférieure &
10 % pour Y; et C;. Elle est encore meilleure pour K;. Méme quand les courbes S('g) et Sgp se
distinguent, elles ont la méme allure. En revanche, 'approximation de S 5) par Scp est clairement
mauvaise pour Cy, s; et X; et ce, dés le début de la trajectoire'!.

4. Le comportement du flux de RN X; dépend fortement de v (Figure 4.d). Par rapport & Scp,
I'exploitation de la RN est systématiquement plus intensive pour S(g). En revanche, elle est
d’abord plus faible puis plus élevée avec S s).

5. Le taux d’épargne s; tend vers une constante dans le cas de la trajectoire générée par CD (ce
qui est logique puiqu’elle tend vers un sentier de croissance équilibrée & taux constant) et décroit
pour celles obtenues avec les CES (Figure 1.e). La décroissance de s; est d’autant plus forte que v
est faible. En revanche, s; est d’autant plus élevé en début de trajectoire que v est faible.

Sur le plan économique, deux effets peuvent éclairer les observations précédentes, en particulier
la derniere :

- un effet 1ié au ”"poids du moyen terme” : dans le cas de la CES, C; tend nécessairement vers zéro
dans le long terme. Au contraire, dans le cas de la Cobb-Douglas, C; tend vers l'infini dans le long
terme. Il en découle que le moyen terme a un poids dans ’objectif du planificateur plus important
avec une CES qu’avec la Cobb-Douglas.

- un effet lié aux ”conditions de production” : plus v est élevé, plus la production est élevée pour
les mémes quantités des facteurs de production, autrement dit plus les conditions de production
sont, favorables.

CES(.9) et CD étant proches au niveau des conditions de production, ¢’est surtout 1’effet " poids
du moyen terme” qui explique la différence des trajectoires. Ce poids étant plus fort pour la CES,
le planificateur tend a exploiter plus intensément la RN pendant les premieres périodes (Figure
1.d), ce qui lui permet de consommer plus (par rapport & Scp) (Figure 4.a).

Pour CES(.5), leffet ”conditions de production” joue forcément un role plus important. Bien
que ces conditions soient plus défavorables, le planificateur décide durant HMT de niveaux de
production, de capital et de consommation proches, voire supérieurs, a ceux obtenus avec la CD
(cfr. Figures 4.a-c). Dans un premier temps (t = 1,2), cela se fait par une épargne plus élevée
(comparée & Scp), ce qui permet de soutenir le capital et la production. Dans un deuxiéme temps
(t > 3), le planificateur maintient de hauts niveaux de consommation via (i) la baisse de I’épargne
(Figure 1.e) et (ii) l'intensification de Pexploitation de la RN, celle-ci permettant de maintenir la
croissance de la production malgré 'impact négatif de la baisse de 1’épargne sur le capital. Il en
découle une consommation plus élevée de la RN comparée a Scp, comme l'illustre la Figure 4.d
oll S(5) passe au-dessus de Scp a partir de t = 4.

9Le niveau anormalement élevé du taux d’épargne (par rapport aux valeurs observées empiriquement) est 1ié &
Iinterprétation tres large du capital faite ici. Rappelons qu’il comprend ’ensemble des facteurs agissant sur la RN,
c-a-d le capital physique, le capital humain et le travail.

107 ’erreur relative pour la variable z; est mesurée par le rapport 100 (1 — z?<u)/x$D) (en %), ou xtC'(V) et x?D
sont respectivement obtenues avec les fonctions CES(v) et CD.

1 erreur relative pour Cy évolue de -30% & +30% sur HMT.



En conclusion, il apparait que la technologie représentée par la fonction de production a une
influence a court et & moyen terme, et pas seulement a long terme, sur les choix intertemporels en
termes de consommation et d’épargne d’une part, et d’exploitation de la RN d’autre part. Cette
influence est d’autant plus forte que ’élasticité de substitution v est faible. Elle explique le fait
que la Cobb-Douglas génere une approximation grossiere de la trajectoire de I’économie obtenue
avec la CES quand la substitution entre facteurs de production est plus difficile.

3.2 Autres paramétrisations

Afin de tester la robustesse des conclusions de la sous-section précédente, on a étudié les tra-
jectoires obtenues avec la CES et la Cobb-Douglas pour d’autres paramétrisations du modele.
Concretement, on a fait varier successivement les principaux parametres du modele g, 0, a et R.
L’analyse s’est concentrée sur les fonctions CES(.5) et CD.

Des simulations obtenues, il apparait que si 1’élasticité de substitution entre capital et ressource
est sensiblement inférieure a 1, le constat fait dans le cadre de la SR s’étend pour d’autres jeux de
parametres : I’approximation générée par la Cobb-Douglas de la trajectoire obtenue avec la CES
est le plus souvent grossiere et ce, méme pour les premiéres périodes.

4 GEF versus Cobb-Douglas

Les valeurs de k; obtenues avec CES(.5) dans le cadre de la SR sur HMT sont comprises dans
Iintervalle [.4,1.4]. Or la Figure 2.b montre que CES(.5) et CD ne sont proches qu’autour de 1. Il
n’est des lors pas étonnant que la trajectoire engendrée par CD ne soit qu’une pietre approxima-
tion de celle obtenue avec CES(.5)2. Les fonctions CES(.5) et CD sont mathématiquement trop
différentes pour qu’il en aille autrement.

Figure 5: Les fonctions de production CES(.5), GEF et CD (forme normalisée)

(a) CES(.5), CES(.9) et CD (b) Erreur relative (%)
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Mais la CD ne pourrait-elle pas étre acceptable dans le cas d’'une autre ”vraie” fonction de
production, dont elle serait mathématiquement plus proche ? Le but de la présente section est
double. D’abord de proposer une nouvelle fonction de production (i) satisfaisant le critere (3), (ii)

12Au contraire, les valeurs de kt obtenues avec CES(.9) dans le cadre de la SR sur HMT sont comprises dans
Pintervalle [.35,1.5], sur lequel CES(.9) et CD sont proches (cfr. Figure 2.b). D’oli la bonne approximation de la
trajectoire liée & CES(.9) par celle engendrée par CD.
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ayant la Cobb-Douglas comme cas particulier et (iii) proche de la Cobb-Douglas sur une intervalle
de valeurs de k suffisamment large pour éviter le probléeme rencontré avec CES(.5). Ensuite de
comparer les trajectoires de ’économie obtenues avec cette fonction d’une part, et la Cobb-Douglas
d’autre part.

La fonction (appelée ci-aprés GEF) qu’on se propose d’étudier est la suivante! :

V= X foes (k) (14)

ol : _
k[1—exp(—2)], 0<k<k

= fos) = { AplE

ol k est défini implicitement par la condition foer k)=0ety=k" [1 — exp (

(15)

—b
%
fger(k) (c-a-d GEF sous forme normalisée) est illustrée par la Figure 5.a. Elle est nulle & l'origine,

partout continue et dérivable et concave. Dans la Figure 5.a, le parametre b est ajusté de fagon
que GEF aie la méme valeur maximale que CES(.5).

GEF possede bien les propriétés désirées mentionnées au paragraphe précédent :

(i) Elle satisfait (3)14. A la différence de la CES, GEF atteint sa valeur maximale pour une valeur
finie de k.

(ii) CD est un cas particulier de GEF obtenu quand b — +o0.

(iii) Enfin, la Figure 1.b montre que GEF se confond pratiquement avec CD sur lintervalle [0, 1].
L’erreur relative augmente avec k, mais elle demeure limitée & .4% pour k = 2.

GEF conduit I’économie vers un état stationnaire nul, comme le fait la CES et contrairement
a la Cobb-Douglas qui engendre un sentier de croissance équilibrée. A long terme, CD et GEF
divergent donc totalement. Cela empéche-t-il CD d’engendrer une bonne approximation de la
trajectoire obtenue avec GEF & moyen terme ? Les Figures 6.a-f décrivent pour 1 < ¢ < 10 les
trajectoires de ’économie Scgs, Sarr et Scp obtenues respectivement avec CES(.5), GEF et CD.
Elles conduisent aux observations suivantes.

1. Sur HMT, l’écart entre les trajectoires Sgrr par Scp est tres faible pour la productivité de
la RN y; (Figures 6.f). Il en va de méme pour 'intensité en capital efficace par unité de RN k.
L’explication est liée au fait que les valeurs prises par k; sur HMT appartiennent & l'intervalle
[0, 2], sur lequel CD et GEF sont trés proches.

2. Malheureusement, il n’en va pas de méme pour les variables Y;, C;, K; et X;, comme le montrent
les Figures 6.a~-d. Sur HMT, Derreur relative (mesurée par 1'écart entre Sger et Scp) est comprise
entre 0 et 15% pour la production, ce qui n’est pas négligeable. Elle est cependant plus acceptable
pour la consommation de BS (entre 0 et 8%).

3. Globalement, ’approximation de Sggr par Scp est meilleure que celle de Scps par Scp.
C’est nettement le cas pour les variables normalisées y; et k. C’est aussi le cas, quoique dans une
moindre mesure, pour la consommation de BS Cy, pour la consommation de RN X; ainsi que pour
I’épargne. En revanche, on observe le résultat plutot inattendu que Sep n’approche pas vraiment
mieux Sger que Scgs au niveau de la production Y; et du capital K.

En conclusion, il apparait que des deux effets mentionnés a la section 3.1, seul I'effet ” conditions
de production” est neutralisé par la fonction GEF. L’effet ”poids du futur” demeure quant a lui bien
présent. Ce deuxieme effet suffit & empécher que les trajectoires générées par CD et GEF soient
proches. Tout comme ce qui se passait avec la CES, le poids du futur beaucoup plus important
avec la Cobb-Douglas modifie les choix du planificateur en matiere de consommation et d’épargne
et donc aussi la trajectoire de ’économie, y compris & moyen terme.

} . La fonction

13La fonction GEF appartient & la méme catégorie de fonctions de production que celles développées par Linden-
berger et Kiimmel (2011) ou Maes et Van Passel (2013). Ces fonctions sont explicitement congues pour respecter
des limites imposées par la physique, sur le plan énergétique ou sur le plan de la matiere.

La fonction LINEX élaborée par Kiimmel a été utilisée dans le cadre de plusieurs études destinées a révaluer la
part de I’énergie dans le PIB, notamment par rapport & des estimations trés faibles reposant sur la Cobb-Douglas.
Cfr. Ayres et al. (2013) et Kiimmel et al. (2015) ainsi que les contributions qui y sont citées.

%
en k = k < +oo puis décroit de fagon monotone pour k > k. Comme le montre (15), fges (k) coincide avec

1En effet, la fonction k% [1 — exp (— )} croit a partir de 'origine de fagon monotone, atteint son maximum

ke [1 — exp <—%)] sur [O,E] , puis reste fixée & sa valeur maximale 7 pour k > k.
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Figure 6: Trajectoires générées par CES(.5), GEF et CD (moyen terme)

(@) Gt (b) Yt
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5 Conclusion

Le but de la présente note est d’évaluer, dans le cadre d’un modele de croissance optimale avec
ressource non renouvelable, dans quelle mesure une fonction de production ignorant les contraintes
de la physique sur le processus de production peut engendrer une bonne approximation a moyen
terme de la trajectoire obtenue avec la ”vraie” fonction de production, qui elle tient compte de ces
contraintes. Dans le modele, celles-ci se traduisent par une borne supérieure a la productivité de
la ressource. Trois fonctions sont étudiées : les fonctions CES et GEF qui respectent cette borne
et la Cobb-Douglas qui ne la respecte pas. Exprimée par unité de resource, GEF présente l'intérét
d’étre tres proche de la Cobb-Douglas pour un intervalle de valeurs de la variable indépendante
beaucoup plus large que dans le cas de la CES.

De l'analyse des simulations, il ressort que ’écart entre les trajectoires de ’économie générées
avec la Cobb-Douglas et la ”vraie” fonction de production dépend de celle-ci. Cet écart varie aussi
en fonction de la variable considérée. Pour la majorité des variables (mais pas pour toutes), la
trajectoire générée par la Cobb-Douglas est plus proche de celle de GEF que de celle de CES.
L’écart entre les trajectoires générées par la Cobb-Douglas et la CES (ou GEF) est aussi d’autant
plus élevé que la borne supérieure a la productivité de la ressource est faible.

L’écart entre trajectoires s’explique évidemment en premier lieu par la différence de fonction
de la production. Mais méme quand on réduit sensiblement cette différence (ce que GEF permet
de faire), les simulations montrent que 1’écart entre trajectoires demeure non négligeable pour
certaines variables, a ’exemple de la production. Cet écart demeure parce que la Cobb-Douglas
change totalement la trajectoire a long terme de 1’économie par rapport a celle induite par la
”vyraie” fonction de production. Alors que la Cobb-Douglas permet une croissance indéfinie, la
CES ou GEF force tot ou tard 'activité a tendre vers zéro. Le poids du futur est donc beaucoup
plus important avec la Cobb-Douglas, ce qui affecte le planificateur dans ses choix intertemporels
en matiere de consommation et d’épargne, et donc aussi la trajectoire de I’économie & moyen terme.

Les résultats obtenus dans cette note ne plaident donc pas en faveur de 1'idée que la fonc-
tion Cobb-Douglas puisse générer, dans le cadre d’'un modele de croissance optimale, une bonne
approximation a moyen terme de la trajectoire obtenue avec une fonction de production tenant
compte des contraintes de la physique sur le processus de production. Il n’y a que quand ces
contraintes agissent faiblement que la Cobb-Douglas est acceptable. Malheureusement, différents
travaux empiriques ne confirment pas qu’il en va toujours ainsi, en particulier pour I’énergie'.

La présente note ne prétend cependant pas clore le débat. L’idée mentionnée au paragraphe
précédent pourrait ainsi étre testée dans le cadre d’autres modeles, notamment avec croissance
endogene et/ou générations imbriquées. Une approche mathématique plus générale (c-a-d sans
recourir & des fonctions de production particulieres) serait sans nul doute une autre extension
intéressante.
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7 Annexe

7.1 Dérivation des conditions du premier ordre

Le lagrangien s’écrit :

T Ol—o‘
_ t 't
L= BT+
t=1

T
R-— Z Xt]
t=1

ot A est le multiplicateur associé & la contrainte (5). Celle-ci est nécessairement liante en T
car le planificateur peut toujours augmenter la production et la consommation avec la RN restée

inexploitée. On réduit la dimension du probléme en utilisant les contraintes (7) et (6) pour exprimer
Cy et Y; en fonction de Ky et X;.

Les CPO relatives a K; et X; s’écrivent :

t—1 t
oL _ BT 0G4 +£@8n =0,t=2,...T
Ok Cy ., 0K Cy7 0Y; 0K,
oL Bt dC; dY;
— = —————-A=0,t=1,...,T
00X, C7 0Y; 0X, 0, T
ce qui conduit a :
gt Bt oV
— — 4+ —=F, (A KL X t = 2,..,T
Otg_lgﬁ + Cf. V( t43t, t)aKt7 PRIET]
t
Fe(AiKy, Xg) = At = 1,..,T
7

ot V; =gey AtK;. Ces conditions conduisent bien (8) et (9).
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